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ことを予想した (Helgason予想 (あるいは Helgason‐岡本予想) と呼ばれる). この予想は Kashiwara
et al. [12] により肯定的に解決された.その後,境界 B 上の様々な関数空間 (例えば D'(B), C^{\infty}(B) ,
L^{p}(B) 等 ) のPoisson 変換による像の特徴付けが研究されている \langlecf. [2], [3], [4], [9], [13], [14], [15],
[16], [17], [19], [23]).
非実なスペクトルパラメータ  $\lambda$ (ただし  $\lambda$ はWeyl群に対し,ある仮定を満たす) に対しては,Ben
Said et al. [3] が  IP(B) のPoisson 変換 \mathcal{P}_{ $\lambda$} による像を Hardy 型空間を用いて特徴付けている.さ
らに,Fatou型の定理を証明し, L^{\mathrm{p}}‐空間などの様々な境界上の関数空間に対して,同時固有関数から
境界値を定める境界作用素を陽的に与えている.
Strichartz [24] はスペク トル理論の観点から,対称空間および等質空間上の不変微分作用素に対
する固有関数の特徴付けを考察した.そのなかで,実かつ正則なスペク トルパラメータ  $\lambda$ に対して,
 L^{2}(B) のPoisson変換 \mathcal{P}_{ $\lambda$} による像は,Agmon‐Hörmander 型のノルムを用いて特徴付けられること
を予想した (以下,Strichartz 予想と呼ぶ). 対称空間にランク 1という特別な条件を課した場合には,









散乱公式を特異な場合に拡張して,Poisson変換 \mathcal{P}_{ $\lambda$}。の L^{2}‐像を特徴付ける.







Schrödinger 作用素 H_{0} = -$\Delta$_{\mathrm{R}^{n}} は D(H_{0}) = \{f \in L^{2}(\mathbb{R}^{n}); $\Delta$_{\mathrm{R}^{n}}f \in L^{2}(\mathbb{R}^{n})\} を定義域とする
L^{2}(\mathbb{R}^{n}) 上の自己共役作用素として実現される.このとき, H_{0} のスペクトルに対しては  $\sigma$(H_{0}) =
$\sigma$_{\mathrm{a}\mathrm{c}}(H_{0})=[0, \infty) が成り立つ.そして,各スペクトルはスペクトルパラメータ  $\kappa$\in \mathbb{R} により, $\kappa$^{2} と
表される.本節では,ユークリッド空間上の調和解析の立場から,  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} の場合の一般化固有関
数の特徴付け (Agmon‐Hörmander [1]) と,閾値 (すなわち  $\kappa$=0 の場合) に付随する一般化固有関数
の特徴付けについて振り返る.
はじめに,ユークリッド空間上のAgmon‐Hörmander型の関数空間を導入する. $\Omega$_{0}=\{x\in \mathbb{R}^{n} ;国 <
1\}, $\Omega$_{j}=\{x\in \mathbb{R}^{n};2^{j-1}\leq|x|<2^{j}\}(j\in \mathrm{N}) とおく.また,各集合 $\Omega$_{j} に対する特性関数を $\chi$_{$\Omega$_{\mathrm{j}}} と表
す.  $\sigma$>0, f\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{2}(\mathbb{R}^{n}) に対して,ノルム \Vert\cdot\Vert_{B_{ $\sigma$}(\mathrm{R}^{n})} を以下で定義する.
\displaystyle \Vert f\Vert_{B_{ $\sigma$}(\mathbb{R}^{n})}=\sum_{j=0}^{\infty}2^{ $\sigma$ j}\Vert$\chi$_{$\Omega$_{\mathrm{j}}}f\Vert_{L^{2}(\mathrm{R}^{n})}.
このとき,
B_{ $\sigma$}(\mathbb{R}^{n})=\{f\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{2}(\mathbb{R}^{n});\Vert f\Vert_{B_{ $\sigma$}(\mathrm{R}^{n})} <\infty\}
とおくと,ノルム空間 (B_{ $\sigma$}(\mathbb{R}^{n}), \Vert\cdot\Vert_{B_{ $\sigma$}(\mathrm{R}^{n})}) はBanach空間となる.また,Banach 空間 B_{ $\sigma$}(\mathbb{R}^{n}) の双
対空間は以下のように実現される: ノルム卜 \Vert_{*, $\sigma$} を以下で定義する :
\displaystyle \Vert f\Vert_{*, $\sigma$}=\sup_{R>1}\frac{1}{R^{ $\sigma$}} (\int_{|x|<R}|f(x)|^{2}dx)^{1/2}
そして,
B_{ $\sigma$}^{*}(\mathbb{R}^{n})=\{f\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{2}(\mathbb{R}^{n});||f\Vert_{*, $\sigma$}<\infty\}
とおくとノルム空間 (B_{ $\sigma$}^{*}(\mathbb{R}^{n}), \Vert\cdot\Vert_{*, $\sigma$}) はBanach空間となり,双線形写像
B_{ $\sigma$}(\displaystyle \mathbb{R}^{n})\times B_{ $\sigma$}^{*}(\mathbb{R}^{n})\ni(f_{9})\mapsto\int_{\mathrm{R}^{n}}f(x)g(x)dx\in \mathbb{C}
により B_{ $\sigma$}(\mathbb{R}^{n}) の双対空間の実現となる.
 $\kappa$\in \mathbb{C} に対して,
\mathcal{E}_{ $\kappa$}(\mathbb{R}^{n})=\{f\in C^{\infty}(\mathbb{R}^{n});-$\Delta$_{\mathrm{R}^{n}}f=$\kappa$^{2}f\}
とおく.  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} に対して, \mathcal{E}_{ $\kappa$}(\mathbb{R}^{n}) の部分空間 \mathcal{E}_{ $\kappa$}^{2}(\mathbb{R}^{n}) を以下で定義する.
\mathcal{E}_{ $\kappa$}^{2}(\mathbb{R}^{n})=\{f\in \mathcal{E}_{ $\kappa$}(\mathbb{R}^{n});\Vert f\Vert_{*,1/2}<\infty\}.
このとき,ノルム空間 (\mathcal{E}_{ $\kappa$}^{2}(\mathbb{R}^{n}), \Vert \Vert_{*,1/2}) はBanach 空間となる.
定義2.1. Banach 空間 (B_{ $\sigma$}^{*}(\mathbb{R}^{n}), \Vert\cdot\Vert_{*, $\sigma$}) において同値関係 \simeq を以下で定義する :
 fi\simeq f_{2} in B_{ $\sigma$}^{*}(\displaystyle \mathbb{R}^{n}):\Leftrightarrow R\rightarrow\infty]\mathrm{j}\mathrm{m}\frac{1}{R^{2 $\sigma$}}\int_{|x|<R}|f_{1}(x)-f_{2}(x)|^{2}dx=0.
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注意 2_{\bullet}2.  0<R\mathrm{i}<R_{2}<\infty に対して,  A(R_{1}, R_{2})=\{x\in \mathbb{R}^{n};R_{\mathrm{i}} < |x|<R_{2}\} とおく . このとき,
簡単な考察により f\in B_{ $\sigma$}^{*}(\mathbb{R}^{n}) に対して以下が従う .
f\simeq 0 in B_{ $\sigma$}^{*}(X)\Leftrightarrow 0<\forall c_{1}<\forall c_{2}<\infty, \displaystyle \lim_{R\rightarrow\infty}\frac{1}{R^{2 $\sigma$}}\int_{A(\mathrm{c}_{1}R,c_{2}R)}|f(x)|^{2}dx=0.
従って, f\simeq 0 とは,上記の平均 L^{2}‐ノルムの意味で,無限遠で 0 となることを意味する.
定義2.3 (Fourier 制限作用素).  $\kappa$\in \mathbb{R}, f\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n}) に対して, \mathcal{F}』 f\in L^{2}(\mathrm{S}^{n-1}) を以下で定める.
\displaystyle \mathcal{F}_{ $\kappa$}f(b)=\int_{\mathrm{R}^{n}}e^{-i $\kappa$\langle x,b)}f(x)dx.
補題2.4 (一様 Fourier制限評価).  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} に対して, \mathcal{F}_{ $\kappa$} は B_{1/2}(\mathbb{R}^{n}) から L^{2}(\mathrm{S}^{n-1}) への連続
線形作用素に一意的に拡張される.さらに,ある正定数 C が存在し,任意の  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} に対して以
下が成り立つ.
\Vert \mathcal{F}_{ $\kappa$}f\Vert_{L^{2}} (@^{n-1})\leq C| $\kappa$|^{-(n-1)/2}\Vert f\Vert_{B_{1/2}(\mathrm{R}^{n})}, f\in B_{1/2}(\mathbb{R}^{n}) .
 d $\sigma$ をユークリッド空間 \mathbb{R}^{n} 上の Lebesgue測度から誘導される \mathrm{S}^{7b-1} 上の測度とする.また,全測
度が1となるよう  d $\sigma$ を正規化し,それを  db とおく. F\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{1}(\mathbb{S}^{n-1}) に対して,ユークリッド空間
上の Poisson変換瓦を以下で定義する.
P_{ $\kappa$}F(x)=\displaystyle \int_{\mathrm{S}^{n-1}}e^{i $\kappa$\langle x,b\rangle}F(b)db.
簡単な計算により,  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} に対して \mathcal{F}_{ $\kappa$}^{*}=P_{ $\kappa$} が成り立ち,以下が得られる.
補題2.5.  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} に対して, P_{ $\kappa$} は L^{2}(\mathbb{S}^{n-1}) から B_{1/2}^{*}(\mathbb{R}^{n}) への連続線形作用素である.さら
に,ある正定数 C が存在し,任意の  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} に対して以下が成り立つ.
\Vert P_{ $\kappa$}F\Vert_{B}\mathrm{i}_{/2(\mathrm{R}}箆 ) \leq C| $\kappa$|^{-(n-1)/2}\Vert F\Vert_{L^{2}(\mathrm{S}^{n-1})}, F\in L^{2}(\mathbb{S}^{n-1}) .
 $\kappa$\in \mathbb{R} に対して, \mathbb{R}^{n} 上の初等球関数 $\psi$_{ $\lambda$}(x) は以下で与えられる.
$\psi$_{ $\kappa$}(x)=\displaystyle \int_{\mathrm{S}^{n-1}}e^{i $\kappa$\langle x,b\rangle}db=P_{ $\kappa$}1(x) .
J_{ $\alpha$}(z) を  $\alpha$ 次第一種 Bessel関数とする.また,  $\omega$_{n}=\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(\mathrm{S}^{n-1}) とする.このとき,極座標表示 x=rb
(r>0, b\in \mathrm{S}^{n-1}) のもとで,初等球関数 $\psi$_{ $\kappa$}(x) は以下のように表される.
$\psi$_{ $\kappa$}(rb)=$\omega$_{n}^{-1}(2 $\pi$)^{n/2}( $\kappa$ r)^{-\frac{n}{2}+1}J_{2-1}n (rb).
Bessel 関数の無限遠での漸近挙動を用いることで,以下の補題が得られる.
補題2.6 ( $\psi$_{ $\kappa$} に対する散乱公式).  $\lambda$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} とする. C_{0}( $\kappa$)=$\omega$_{n}^{-1}(i $\kappa$/2 $\pi$)^{-(n-1)/2} とおく.この
とき,以下が成り立つ.




x_{0}\in \mathbb{R}^{n} を固定し, F_{ $\kappa$,x_{0}}(b)=e^{-i $\kappa$\langle x_{0},b\rangle} とおく.このとき,以下が成り立つ.
P_{ $\kappa$}[F_{ $\kappa$,x_{\mathrm{O}}}](x)=\displaystyle \int_{\mathbb{S}^{n-1}}e^{i $\kappa$\langle x,b\rangle}e^{-i $\kappa$\langle x_{0},b\rangle}db=$\psi$_{ $\kappa$}(x-x_{0})
そして,平面波で表される \mathrm{S}^{n-1} 上の関数 F_{ $\kappa$,x_{0}}(b) で生成される部分空間に対して以下が成り立つ.
定義2.7.  $\kappa$\in \mathbb{R} に対して, L^{2}(\mathrm{S}^{n-1}) の部分空間 L_{ $\kappa$}(\mathrm{S}^{n-1}) を以下で定義する.
 L_{ $\kappa$}(\displaystyle \mathrm{S}^{n-1})=\{\sum_{j=1}^{r}cje^{-i $\kappa$\langle x_{j},b)};r\in \mathrm{N}, Cj\in \mathbb{C}, xj \in \mathbb{R}^{n}\}.\cdot
補題2.8 (稠密性).  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} に対して L_{ $\kappa$}(\mathbb{S}^{n-1}) は L^{2}(\mathrm{S}^{n-1}) で稠密.
ノルムに対するユークリッド空間上の平行移動の作用に関して,以下の評価が良く知られている.
補題2.9. x\in \mathbb{R}^{n}\backslash \{0\} に対して, b_{x} =x/|x| \in \mathrm{S}^{n-1} とおく . また, x, y\in \mathbb{R}^{n} (x\neq 0) に対して,
R_{0,+}(x, y) を以下で定義する.
R_{0,+}(x, y)=|x-y|-|x|+\langle y, b_{x}\rangle.
このとき, y に依存する正定数 C(y) が存在して,以下の不等式が成り立つ.
|五h,+(x, y)| \leq C(y)(1+|x|)^{-1}.
補題2.9により,球面波 e^{\pm i $\kappa$}国への平行移動の作用に関して,以下のような漸近評価が成り立つ.
e^{\pm i $\kappa$|x-x_{0}|}=e^{\pm i $\kappa$|x|}e干 i $\kappa$\langle x_{\mathrm{O}},b_{x}\rangle_{+O(|x|^{-1})} as |x|\rightarrow\infty.
このとき,補題2.5, 補題2.6, 補題2.8, 補題2.9を組み合わせることで,  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} に対して以下の
結果が得られる.
定理2.10 (cf Agmon‐Hörmander [1]).  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} とする.このとき,Poisson 変換 P_{ $\kappa$} は L^{2}(\mathrm{S}^{n-1})
から \mathcal{E}_{ $\kappa$}^{2}(\mathbb{R}^{n}) への位相同型を与える.さらに, f=P_{ $\kappa$}F (F \in L^{2}(\mathbb{S}^{n-1})) に対して,以下の散乱公式
が成り立つ.
f(x)\displaystyle \simeq|x|^{-(n-1)/2}\sum_{w\in\{\pm 1\}}e^{iw $\kappa$|x|}C_{0}(w $\kappa$)F(wb_{x}) in B_{1/2}^{*}(\mathbb{R}^{n}) .
また,以下の系は  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} に対して, \mathcal{E}_{ $\kappa$}^{2}(\mathbb{R}^{n}) が非自明な極小の解空間となることを意味する.
系2.11 (Rellich の定理).  $\kappa$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} とする. f\in \mathcal{E}_{ $\kappa$}^{2}(\mathbb{R}^{n}) が f\simeq 0 in B_{1/2}^{*}(\mathbb{R}^{n}) を満たすと仮定
する.このとき, \mathbb{R}^{n} 上恒等的に f=0 となる.
一方,  $\kappa$=0 , すなわち連続スペクトルの閾値に対応する場合には,ノルム \Vert\cdot\Vert_{*,1/2} による一般化
固有空間の特徴付けは (n\geq 2 のときは) 成り立たない.  $\kappa$=0 の場合には,ノルムの指数を1/2から
n/2 に変えた関数空間
\mathcal{E}_{0}^{2}(\mathbb{R}^{n}):=\{f\in \mathcal{E}_{ $\kappa$}(\mathbb{R}^{n});\Vert f\Vert_{*,n/2}<\infty\}
が境界 \mathrm{S}^{n-1} 上の L^{2}‐関数に対する極小な固有空間となる.ただし,この場合には \mathcal{E}_{0}^{2}(\mathbb{R}^{n})=\{f(x)=




この節では,対称空間上の調和解析に関連する記号を導入する (記号の用法は基本的に [7] に従う).
X = G/K を非コンパク ト型対称空間とする. dx を X 上の左-G‐不変測度とする. 0 = eK を
X の原点とする. G =KAN を Lie 群 G の Iwasawa 分解とし, \mathfrak{g} = \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G) , a = \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(A) とす
る. l = \dim a を X のランクとする.  $\Sigma$ \subset  a^{*} を Lie 環 \mathfrak{g} の a に関する制限ルート系とする.
$\Sigma$^{+} を正の制限ルートから成る集合とし, $\Sigma$_{0}^{+} = \{ $\alpha$ \in $\Sigma$^{+}; $\alpha$/2 \not\in $\Sigma$^{+}\} とおく.  $\Pi$ (\subset $\Sigma$^{+}) を正の
単純ルートから成る集合とする.  $\alpha$\in  $\Sigma$ に対して,その重複度を  m_{ $\alpha$} とおき,  $\rho$=\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in$\Sigma$^{+}}m_{ $\alpha$} $\alpha$/2
とおく.また, a_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}^{*} = \{ $\lambda$ \in a^{*};\langle $\lambda$,  $\alpha$\} \neq  0, \forall $\alpha$ \in  $\Sigma$\}, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}* = a^{*}\backslash a_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}^{*} とおく. M を A の
K における中心化群とする. B = K/M とおき, B 上の正規化された K‐不変測度を db とす
る. X_{\mathrm{r}\mathrm{e}g} \ni  x \mapsto (A^{+}(x), b_{x}) \in  a^{+} \times B を一般化極座標とする. W を Weyl 群とする.Iwasawa
分解により g \in  G に対して, g \in Kexp (\mathrm{H}(g))\mathrm{N} となる H(g) \in  a が一意的に定まる.そこで
(x, b)=(g\cdot 0, kM) \in X\times B に対して, A(x, b)=-H(g^{-1}k) \in a と定義する. dH (resp.  d $\lambda$) を  a
(resp. a^{*} ) 上の Lebesgue 測度に (2 $\pi$)^{-1/2} を乗じた測度とする.また, dn を N 上の (ある種の正規
化をした)Haar測度とする. c( $\lambda$) をHarish‐Chandra c‐関数とする.
定義3.1 (Radon 変換). f\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{X}) に対して,Radon 変換 \mathcal{R} を以下で定義する.
Rf (H, b)=e^{ $\rho$(H)}\displaystyle \int_{N}f(ke^{H}n\cdot 0)dn, (H, b)=(H, kM)\in a\times B.
定義3.2 (Helgason‐Fourier 変換). f \in  C_{0}^{\infty}(X) に対して,Helgason‐Fourier 変換 \mathcal{F} を以下で定義
する.
\displaystyle \mathcal{F}f( $\lambda$, b)=\int_{X}e^{(-i $\lambda$+ $\rho$)(A(x,b))}f(x)dx, ( $\lambda$, b)\in a^{*}\times B.
定理3 \cdot3 (Fourier slice theorem).  f\in C_{0}^{\infty}(X) に対して,以下の等式が成り立つ.
\mathcal{F}f( $\lambda$, b)=\mathcal{F}_{a}[\mathcal{R}f(\cdot, b)]( $\lambda$) .
ただし,ろ はユークリッド空間 a 上の標準的な Fourier変換である.
定義3 \cdot4 (Plancherel 定理). Helgason‐Fourier 変換 \mathcal{F} は以下のユニタリ同型に一意的に拡張される.
\mathcal{F}:L^{2}(X)\rightarrow L_{W}^{2}(a^{*}\times B, |W|^{-1}|c( $\lambda$)|^{-2}d $\lambda$ db) .
ただし, L_{W}^{2}(a^{*}\times B, |W|^{-1}|e( $\lambda$)|^{-2}d $\lambda$ db) は以下のように定義される Hilbert 空間である.
 $\psi$\in L_{W}^{2}(a^{*} \times B, |W|^{-1}|c( $\lambda$)|^{-2}d $\lambda$ db)
:\Leftrightarrow(\mathrm{i})  $\psi$\in L^{2}(a^{*} \times B, |W|^{-1}|c( $\lambda$)|^{-2}d $\lambda$ db) .
(ii) \displaystyle \int_{B}e^{(iw $\lambda$+p)(A(x,b))} $\psi$(w $\lambda$, b)db=\int_{B}e^{(i $\lambda$+ $\rho$)(A(x,b))} $\psi$( $\lambda$, b)db,
w\in W, a.e. (x,  $\lambda$)\in X\times a^{*}.
定義3 \cdot5 (Fourier制限作用素).  $\lambda$\in 喝に対して,  C_{0}^{\infty}(\mathrm{X}) を定義域, L^{2}(B) を値域とする Fourier 制
限作用素 \mathcal{F}_{ $\lambda$} を以下で定める.
\displaystyle \mathcal{F}_{ $\lambda$}f(b)=\int_{X}e^{(-i $\lambda$+ $\rho$)(A(x,b))}f(x)dx, f\in C_{0}^{\infty}(X) .
104
定義3.6 (Poisson変換).  $\lambda$\in a_{\mathbb{C}}^{*}, F\in L^{1}(B) に対して, F のPoisson 変換 \mathcal{P}_{ $\lambda$}F を以下で定義する.
\displaystyle \prime P_{ $\lambda$}F(x)=\int_{B}e^{(i $\lambda$+ $\rho$)(A(x,b))}F(b)db.
このとき,  $\lambda$\in a^{*}, f\in C_{0}^{\infty}(X) , F\in L^{2}(B) に対し,以下が成り立つことに注意する.
\displaystyle \mathrm{x}^{\mathcal{P}_{ $\lambda$}F(x)\overline{f(x)}dx=}\int_{B}F(b)\overline{\mathcal{F}_{ $\lambda$}f(b)}db . (3.1)
定義3.7 (初等球関数).  $\lambda$\in 瞳に対して X上の初等球関数 $\varphi$_{ $\lambda$}(x) が以下で定義される :
$\varphi$_{ $\lambda$}(x)=\displaystyle \int_{B}e^{(i $\lambda$+ $\rho$)(A(x,b))}db.
D(\mathrm{X}) を対称空間 X上の G‐不変微分作用素の成す代数とする.また, Dw(A) を Lie 群 A 上の
W‐不変な A‐不変微分作用素の成す代数とする.  $\Gamma$:D(X)\rightarrow D_{W}(A) をHarish‐Chandra 同型とし,
D\in D(\mathrm{X}) に対応する A 上の微分作用素 \mathrm{r}(D) の表象を  $\Gamma$(D)(i $\lambda$) とおく.  $\lambda$\in 唾に対して,同時
固有関数の成すベクトル空間5(X) を以下で定義する.
\mathcal{E}_{ $\lambda$}(X)= { f\in C^{\infty}(X) ;Df= $\Gamma$(D)(i $\lambda$)f for all D\in D(X) }.




予想4.1 (Helgason 予想 (cf. [5])). 以下の条件 (4.1) を満たす任意の  $\lambda$\in 唾 に対して,Poisson 変
換  P_{ $\lambda$} は B 上の解析的汎関数全体から成る位相ベクトル空間 A'(B) から \mathcal{E}_{ $\lambda$}(\mathrm{X}) への位相同型を与
える.
-2\langle i $\lambda$,  $\alpha$)/\langle $\alpha$,  $\alpha$)\not\in \mathrm{N},  $\alpha$\in$\Sigma$^{+} . (4.1 )
その後,Helgason 予想は Kashiwara et al. [12] によって肯定的に解決された.そして,次の研究段
階として以下のような問題が自然に導かれる.
問題4.2. 条件 (4.1) をみたす  $\lambda$\in 唾 に対して,適当な位相ベク トル空間 \mathcal{V}_{B}(\subset A'(B)) と vx (\subset
\mathcal{E}_{ $\lambda$}(\mathrm{X})) を選ぶことで,位相同型
\mathcal{P}_{ $\lambda$}:\mathcal{V}_{B}\rightarrow \mathcal{V}_{X}
を構成せよ.(例えば, \mathcal{V}_{B}=D'(B), C^{\infty}(B), L^{\mathrm{p}}(B) 等.)
始めに, \mathcal{V}(B)=D'(B) の結果を振り返る. \mathcal{E}(\mathrm{X}) の部分空間 \mathcal{E}^{*}(\mathrm{X}) を以下で定義する.
\mathcal{E}^{*}(X)= { f\in \mathcal{E}(X);\exists A>0 s.t. f(x)=O(e^{Ar(x)}) }.
また,  $\lambda$\in 崎に対して,以下のように同時固有関数から成る空間 \mathcal{E}_{ $\lambda$}^{*}(\mathrm{X}) を導入する.(位相の詳細は
割愛する )
\mathcal{E}_{ $\lambda$}^{*}(X)=\mathcal{E}^{*}(X)\cap \mathcal{E}_{ $\lambda$}(X) .
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定理4 \cdot3 (Lewis [16] (rank one), Oshima and Sekiguchi [19] (general)).  $\lambda$\in 唾が (4.1) を満たす
とき,以下の位相同型を得る.
\mathcal{P}_{ $\lambda$}:D'(B)\rightarrow \mathcal{E}_{ $\lambda$}^{*}(X) .
注意4.4. Lewis [16] は,ランク 1の場合に,  $\lambda$ が \{i $\lambda$,  $\alpha$\rangle/\langle $\alpha$,  $\alpha$\rangle \not\in \mathbb{Z} かつ simple という仮定
の下で Poisson変換に対する同型を得ている.また,Lewis [16] はランクが一般の場合に包含関係
\mathcal{P}_{ $\lambda$}(\mathcal{D}'(B))\subset \mathcal{E}_{ $\lambda$}^{*}(\mathrm{X}) を得ている.
次に, \mathcal{V}(B)=C^{\infty}(B) の結果を振り返る. D(G) を G 上の左‐G‐不変な微分作用素全体から成る
代数とする.また, \mathrm{E}(\mathrm{X}) を X 上の微分作用素全体から成る代数とする.このとき,関数への G‐作
用 f(x)\mapsto f(9^{-1}. x) は自然な準同型写像  $\nu$ :  D(G)\rightarrow E(\mathrm{X}) を誘導する.  $\lambda$\in 唾に対して, \mathcal{E}_{ $\lambda$}(\mathrm{X})
の部分空間 \mathcal{E}_{ $\lambda$}^{\infty}(\mathrm{X}) を以下で定義する.(位相の詳細は割愛する )
\mathcal{E}_{ $\lambda$}^{\infty}(X)= { f\in \mathcal{E}_{ $\lambda$}(X);\exists A>0 s.t. \forall D\in D(G) , ( $\nu$(D)f)(x)=O(e^{Ar(x)}) }.
定理4 \cdot5 (van den Ban and Schlichtkrull [2]).  $\lambda$\in 喝が (4.1) を満たすとき,以下の位相同型を得る.
\mathcal{P}_{ $\lambda$}:C^{\infty}(B)\rightarrow \mathcal{E}_{ $\lambda$}^{\infty}(X) .
次に,  $\lambda$ が実かつ正則 (すなわち  $\lambda$\in a_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}^{*} ) である場合に Strichartz [24] が予想した,Poisson変換
P_{ $\lambda$} の L^{2}‐像の特徴づけについて振り返る.
予想4.6 (Strichartz 予想 [24, Conjecture 4.5]).  $\lambda$\in a_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}^{*} を固定する. f\in \mathcal{E}_{ $\lambda$}(X) と仮定する.この






\displaystyle \lim_{R\rightarrow\infty}\frac{1}{R^{l}}\int_{B(y,R)}|\mathcal{P}_{ $\lambda$}F(x)|^{2}dx=$\gamma$_{l}^{2}|c( $\lambda$)|^{2}\Vert F\Vert_{L^{2}(B)}^{2}
が成り立ち,  $\lambda$ に依存しない正定数  C が存在して以下が成り立つ.
C^{-1}\displaystyle \Vert F\Vert_{L^{2}(B)}^{2} \leq|c( $\lambda$)|^{-2}\sup_{R>0,y\in X}\frac{1}{R^{l}}\int_{B\langle y,R)}|\mathcal{P}_{ $\lambda$}F(x)|^{2}dx\leq C\Vert F\Vert_{L^{2}(B)}^{2} . (4.2)
対称空間にランク 1という特別な条件を課した場合には,超幾何関数や複素Poisson核に対する具
体性に基いた解析により [4, Theorem \mathrm{A}], [9, Theorem 1] などで Strichartz 予想が部分的に解決さ
れていたが,一般の場合は未解決であった.特に,不等式 (4.2) の最右辺の評価に関しては,ランク 1
の場合でさえ精密な評価は得られていなかった.
最後に,  $\lambda$ が(本質的に) 非実である場合の,Poisson 変換の五P‐像の特徴付けを振り返る.  $\lambda$\in a_{\mathbb{C}}^{*}
に対して, W の部分群 W_{ $\lambda$}, W_{ $\lambda$}^{R} を以下で定義する.
W_{ $\lambda$}=\{w\in W;w $\lambda$= $\lambda$\}, W_{ $\lambda$}^{R}=\{w\in W;w{\rm Re}(i $\lambda$)={\rm Re}(i $\lambda$)\}.
このとき,Poisson変換に対して以下の  $\Gamma$ tou型定理が成り立つ.
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定理4 \cdot7 (Fatou型定理,Ben Said et al. [3, Theorem 3.2]).  $\lambda$\in a_{\mathbb{C}}^{*} が次の仮定を満たすとする.
( \mathrm{A}1) \forall $\alpha$\in$\Sigma$^{+}, \langle{\rm Re}(i $\lambda$) ,  $\alpha$\}\geq 0 , ( \mathrm{A}2) W_{ $\lambda$}=W_{ $\lambda$}^{R}.
このとき, B 上の関数,あるいは汎函数 F に対して,次の収束
\displaystyle \lim_{a\rightarrow\infty}$\varphi$_{ $\lambda$}(a)^{-1}P_{ $\lambda$}F(ka\cdot 0)=\mathrm{F}(kM)
が以下の各位相の元で成り立つ.
(i) F\in C(B) の場合, B 上の一様位相;
(ii) p\in[1, \infty) , F\in L^{p}(B) の場合, L^{\mathrm{p}}(B) ‐位相;
(iii) F\in L^{\infty}(B) の場合, L^{1}(B) に対する汎弱位相 ;
(iv) F\in C^{*}(B) の場合, C(B) に対する汎弱位相 :
(v) \mathcal{F}(B) = A'(B) , D'(B) , C^{\infty}(B) , または C^{m}(B) (m \in \mathrm{N}) のそれぞれの関数空間に対して,
F\in \mathcal{F}(B) の場合, \mathcal{F}(B) 上の強位相.
次に,Poisson 変換の L^{p} 像の特徴づけを記述するために対称空間 X上の Hardy型空間 \mathcal{H}_{ $\lambda$}^{p}(\mathrm{X}) を
導入する. p\in[1, \infty],  $\lambda$\in 瞳 に対して,ノルム \Vert\cdot\Vert_{H_{ $\lambda$}^{p}} を以下で定義する.
\Vert f\Vert_{\mathcal{H}_{ $\lambda$}^{\mathrm{p}}}= \left\{\begin{array}{ll}
\sup_{x\in X}$\varphi$_{{\rm Re}(i $\lambda$)}(x)^{-1}(\int_{K}|f(kx)|^{\mathrm{p}}dk)^{1/p} & p\in[1\text{）} \infty)\\
\sup_{x\in X}$\varphi$_{{\rm Re}(i $\lambda$)}(x)^{-1}|f(x)|, & p=\infty
\end{array}\right.
そして,Hardy型空間 \mathcal{H}_{ $\lambda$}^{p}(X) を以下のように導入する.
\mathcal{H}_{ $\lambda$}^{p}(X)=\{f\in \mathcal{E}_{ $\lambda$}(X);\Vert f\Vert_{\mathcal{H}_{ $\lambda$}^{\mathrm{p}}} <\infty\}.
定理4.8 (Ben Said et al. [3, Theorem 3.6, Corollary 3.7]).  $\lambda$\in 崎が定理4.7の仮定 (A1), (A2)
を満たすとする.このとき,Poisson変換は以下の等長同型を与える.
(i)  p\in(1, \infty] の場合;
\mathcal{P}_{ $\lambda$}:L^{p}(B)\rightarrow \mathcal{H}_{ $\lambda$}^{p}(X) .
(ii) p=1 の場合;
\mathcal{P}_{ $\lambda$}:C^{*}(B)\rightarrow \mathcal{H}_{ $\lambda$}^{1}(X) .
5 正則な場合
この節では,スペク トルパラメータ  $\lambda$ が実かつ正則な場合の結果,すなわちStrichartz予想に対する
肯定的な解答を振り返る.  f\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{2}(\mathrm{X}) に対して,ノルム \Vert\cdot\Vert_{*} を以下で定義する:
\displaystyle \Vert f\Vert_{*}=\sup_{R>1}\frac{1}{R^{l/2}} (\int_{B(0,R)}|f(x)|^{2}dx)^{1/2}
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ただし, B(0, R) = \{x \in X;d(x, 0) < R\} . Banach 空間 (B_{l/2}^{*}(X), \Vert\cdot\Vert_{*}) を B_{l/2}^{*}(X) = \{f \in
 L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{2}(X);\Vert f\Vert_{*} <\infty\} により定義する.実かつ正則なスペクトルパラメータ  $\lambda$\in \mathfrak{a}_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}^{*}  $\iota$こ対して, \mathcal{E}_{ $\lambda$}(\mathrm{X})
の部分空間 \mathcal{E}_{ $\lambda$}^{2} (X) を以下で定義する.
\mathcal{E}_{ $\lambda$}^{2}(X)=\{f\in \mathcal{E}_{ $\lambda$}(X);\Vert f\Vert_{*}<\infty\}.
このとき, (\mathcal{E}_{ $\lambda$}^{2}(X), \Vert\cdot\Vert_{*}) は B_{l/2}^{*}(X) の閉部分空間であり,Banach 空間となる.
スペク トルパラメータ  $\lambda$ が実かつ正則な場合に以下の結果が成り立つ.
定理5.1 (Kaizuka [10, Theorem 3.6]).  $\lambda$\in a_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}^{*} と仮定する.
(i)  $\lambda$ に依存しない正定数  C が存在し, F\in L^{2}(B) に対して以下が成り立つ.
C^{-1}|c( $\lambda$)|\Vert F\Vert_{L^{2}(B)}\leq\Vert \mathcal{P}_{ $\lambda$}F\Vert_{*}\leq C|c( $\lambda$)|\Vert F\Vert_{L^{2}(B)}.
さらに,平均 L^{2_{-}}ノルムの極限に対して以下が成り立つ.
\displaystyle \lim_{R\rightarrow\infty}\frac{1}{R^{l}}\int_{B(\circ,R)}|P_{ $\lambda$}F(x)|^{2}dx=$\gamma$_{l}^{2}|c( $\lambda$)|^{2}\Vert F\Vert_{L^{2}(B)}^{2}.
ただし, $\gamma$_{l}=2^{-1/4} $\Gamma$(l/2+1)^{-1/2}.
(ii) Poisson 変換 \mathcal{P}_{ $\lambda$} は L^{2}(B) から \mathcal{E}_{ $\lambda$}^{2}(\mathrm{X}) への位相同型を与える.
(iii) f\in \mathcal{E}_{ $\lambda$}^{2}(\mathrm{X}) に対して,逆像 F=\mathcal{P}_{ $\lambda$}^{-1}f は以下の反転公式で与えられる.
F(b)=\displaystyle \lim_{R\rightarrow\infty}$\gamma$_{l}^{-2}|c( $\lambda$)|^{-2}\frac{1}{R^{l}}\mathcal{F}_{ $\lambda$}[$\chi$_{B(0,R)}f](b) in L^{2}(B) .
ただし, $\chi$_{B(0,R)}(x) は B(0, R) の特性関数である.
定義5.2. B_{ $\iota$/2}^{*}(\mathrm{X}) において,同値関係 \simeq を以下で定義する:  f_{1}, f_{2}\in B_{l/2}^{*}(\mathrm{X}) に対し,
fi\simeq f_{2} in B_{l/2}^{*}(X):\displaystyle \Leftrightarrow\lim_{R\rightarrow\infty}\frac{1}{R^{l}}\int_{B(0,R)}|f_{1}(x)-f_{2}(x)|^{2}dx=0.
このとき,Poisson 変換に対して無限遠における以下の漸近展開が成り立つ.
定理5.3 (Kaizuka [10, Theorem 6. 1]).  $\lambda$\in a_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}^{*}, F\in L^{2}(B) に対して以下が成り立つ.
\displaystyle \mathcal{P}_{ $\lambda$}F(x)\simeq\sum_{w\in W}e^{(iw $\lambda$- $\rho$)(A^{+}(x))}c(w $\lambda$)[U_{w},{}_{ $\lambda$}F](b_{x}) in B_{l/2}^{*}(X) .
ただし, U_{w, $\lambda$} は U_{w} )  $\lambda$=\mathcal{P}_{w $\lambda$}^{-1}\circ P_{ $\lambda$} により定義される L^{2}(B) 上のユニタリ作用素である.
6 主結果
前節の  $\lambda$ が実かつ正則な場合の結果から,以下の事が読み取れる :  $\lambda$_{0} \in  a_{\mathrm{s}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*}\mathrm{i} とし, \{$\lambda$_{j}\}_{j=1}^{\infty} \subset  a_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}^{*}
が $\lambda$_{j} \rightarrow $\lambda$_{0} (j \rightarrow \infty) を満たすとする.このとき,任意の w \in  W に対して |c(w$\lambda$_{j})| \rightarrow \infty (j \rightarrow \infty) .




F\in L^{2}(B) に対しては, P_{$\lambda$_{0}}F\not\in B_{l/2}^{*}(\mathrm{X}) が成り立ち,同時固有関数に無限遠での減衰に関して退化
が生じる.ユークリッド空間の場合と比較すると,表1の様な対応関係が見て取れる.
ユークリッド空間上の自由 Sch  $\Gamma$ödinger 作用素に対しては,一点  0 だけが特異なスペクトルパラ
メータである.その一方で,同時固有関数に対するスペクトルの特異集合 a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} は, \mathrm{Q}^{*} 内の原点を通
る超平面の有限和で表される.例えば,制限ルート系が A_{2} 型の場合,特異集合蟷 \mathrm{n}\mathrm{g} は図1のように
なる.特異集合 a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} は \mathrm{C}‐関数 \mathrm{c}( $\lambda$) の(実の) 特異点集合と一致する. $\lambda$_{0}\in \mathfrak{a}_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} に対して, c‐関数の
特異点の位数に応じた関数空間の指数 $\nu$_{0} を定めて,Poisson変換 \mathcal{P}_{ $\lambda$}。の L^{2}‐像を特徴づける.
図1: A_{2} 型の特異集合
 a^{*}\simeq
$\alpha$_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*}=\displaystyle \bigcup_{j=1}^{3}\{ $\lambda$\in \mathfrak{a}^{*};\langle $\lambda,\ \alpha$_{j}\rangle=0\}
$\Sigma$_{0}^{+}=\{$\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, $\alpha$_{3}\}
主結果を述べるためにいくつか記号を導入する.  $\sigma$>0, f\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{2}(\mathrm{X}) に対して,ノルム \Vert . \Vert_{*} ,。を
以下で定義する:
\displaystyle \Vert f\Vert_{*, $\sigma$}=\sup_{R>1}\frac{1}{R^{ $\sigma$}} (\int_{B(0,R)}|f(x)|^{2}dx)^{1/2}
Banuh 空間 (B_{ $\sigma$}^{*}(X), \Vert\cdot\Vert_{*, $\sigma$}) を B_{ $\sigma$}^{*}(X)=\{f\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{2}(X);\Vert f\Vert_{*, $\sigma$}<\infty\} により定義する.
定義6.1. Banach 空間 (B_{ $\sigma$}^{*}(X), \Vert\cdot\Vert_{*, $\sigma$}) において同値関係 \simeq を以下で定義する :
 f_{1}\simeq f_{2} in B_{ $\sigma$}^{*}(X):\displaystyle \Leftrightarrow\lim_{R\rightarrow\infty}\frac{1}{R^{2 $\sigma$}}\int_{B(0,R)}|f_{1}(x)-f_{2}(x)|^{2}dx=0.
以下, $\lambda$_{0} \in \mathfrak{a}駈 \mathrm{g} と仮定する. W の $\lambda$_{0} における固定部分群を W_{ $\lambda$}。とする.また, $\Sigma$_{ $\lambda$}^{0}。 = \{ $\alpha$ \in
$\Sigma$_{0}^{+_{;}}\langle $\alpha$, $\lambda$_{0}\}=0\} とおく. $\lambda$_{0} における c( $\lambda$) の特異性を与える多項式関数 $\pi$_{0}( $\lambda$) と,( $\lambda$_{0} の近傍で) 滑
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らかな成分 b_{0}( $\lambda$) を以下で定める.
$\pi$_{0}( $\lambda$)=\displaystyle \prod_{ $\alpha$\in$\Sigma$_{$\lambda$_{0}}^{0}}\langle $\alpha$,  $\lambda$\rangle, b_{0}( $\lambda$)=$\pi$_{0}(i $\lambda$)c( $\lambda$) . (6.1)
また,正定数 $\gamma$_{0} を以下で定義する.
$\gamma$_{0}=\displaystyle \frac{|W_{$\lambda$_{0}}|^{1/2}}{\partial($\pi$_{0})($\pi$_{0})} (\int_{|H|<1}|$\pi$_{0}(H)|^{2}dH)^{1/2}
ただし, \partial($\pi$_{0}) は多項式関数 $\pi$_{0} を表象とする a^{*} 上の微分作用素である.さらに, $\lambda$_{0} に対して指数
$\nu$_{0}\in \mathrm{N} を以下で定義する.
$\nu$_{0}=l+2|$\Sigma$_{$\lambda$_{0}}^{0}|.
注意6.2. いくつかの具体的な場合に, $\lambda$_{0}\in a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} に対して指数 $\nu$_{0} が取り得る値を提示しておく.
(1) ランク 1の場合: a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} = \{0\} , すなわち $\lambda$_{0} = 0 であり, $\nu$_{0} = 3(=  $\nu$ x) となる.ただし,
$\nu$_{X}=l+2|$\Sigma$_{0}^{+}| は対称空間に付随する擬次元と呼ばれる自然数である.
(2) A_{2} 型の場合: $\nu$_{0}=4 , あるいは 8(=$\nu$_{X}) .
(3) A_{3} 型の場合: $\nu$_{0}=5 , 7, 9, あるいは 15(= $\nu$ x) .
(4) B_{3} 型の場合: $\nu$_{0}=5 , 7, 9, 11, あるいは 21(=$\nu$_{X}) .
この指数 $\nu$_{0} に応じたノルム \Vert\cdot\Vert_{*,$\nu$_{\mathrm{O}}/2} を用いて,Poisson 変換の L^{2}‐像を特徴付ける. \mathcal{E}_{$\lambda$_{0}}(X) の部
分空間 \mathcal{E}_{$\lambda$_{0}}^{2}(\mathrm{X}) を以下で定義する.
\mathcal{E}_{$\lambda$_{0}}^{2}(X)=\{f\in \mathcal{E}_{$\lambda$_{0}}(X);\Vert f\Vert_{\bullet,$\nu$_{0}/2}<\infty\}.
このとき,ノルム空間 (\mathcal{E}_{$\lambda$_{\mathrm{O}}}^{2}(X), \Vert\cdot\Vert_{*, $\nu$ 0/2}) はBanach 空間となる.
以下が本研究の主結果である.
定理6.3 (Kaizuka [11, Theorem 2.1]). $\lambda$_{0}\in a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} と仮定する.
(i) $\lambda$_{0} に依存しない正定数 C が存在し, F\in L^{2}(B) に対して以下が成り立つ.
C^{-1}|b_{0}($\lambda$_{0})|\Vert F\Vert_{L^{2}(B)}\leq\Vert \mathcal{P}_{$\lambda$_{0}}F\Vert_{*,$\nu$_{0}/2}\leq C|b_{0}($\lambda$_{0})|\Vert F\Vert_{L^{2}(B)}.
さらに,平均 L^{2_{-}}ノルムの極限に対して以下が成り立つ.
\displaystyle \lim_{R\rightarrow\infty}\frac{1}{R^{$\nu$_{0}}}\int_{B(0,R)}|\mathcal{P}_{$\lambda$_{0}}F(x)|^{2}dx=$\gamma$_{0}^{2}|b_{0}($\lambda$_{0})|^{2}\Vert F\Vert_{L^{2}(B)}^{2}.
(ii) Poisson 変換 P_{ $\lambda$}。は L^{2}(B) から \mathcal{E}_{$\lambda$_{0}}^{2}(X) への位相同型を与える.
(iii) f\in \mathcal{E}_{$\lambda$_{0}}^{2}(X) に対して,逆像 F=\prime P_{$\lambda$_{0}}^{-1}f は以下の反転公式で与えられる.




ことである.ただし,実かつ正則な場合のそれらの証明では,至る所の係数に \mathrm{c}( $\lambda$) , あるいは \mathrm{c}( $\lambda$)^{-1}
が現れる為,同じ議論により直接証明することはできない.そこで,Narayanan et al. [18] において,
スペクトルパラメータが特異な場合の,初等球関数 (あるいは超幾何関数) の漸近展開に用いられた
以下のテクニックを導入する: $\lambda$_{0}\in a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} と (6.1) で定義した多項式関数 $\pi$_{0}( $\lambda$) に対して,次の恒等
式が成り立つ.
\partial($\pi$_{0})($\pi$_{0})$\varphi$_{$\lambda$_{0}}=\partial($\pi$_{0})[$\pi$_{0}( $\lambda$)$\varphi$_{ $\lambda$}]\Vert_{ $\lambda$=$\lambda$_{0}} . (7.1)
この恒等式を用いることで,初等球関数 $\varphi$_{ $\lambda$} の級数展開 (Harish‐Chandra展開) に現れる,特異な係
数 $\pi$_{0}(i $\lambda$)^{-1} を消し,無限遠で減衰度が退化した漸近評価が得られる.一様 Fourier 制限評価につい
ても,似たアイデアを導入することで $\lambda$_{0} において消えてしまう多項式関数 $\pi$_{0}(i $\lambda$) を取り除くことが
出来る.
7.1 一様 Fourier制限評価
 $\sigma$>0 に対して,ユークリッド空間の場合と同様に Banach 空間 B_{ $\sigma$}(\mathrm{X}) を導入する.スペクトルパ
ラメータが実かつ特異な場合には,以下の一様Fourier制限評価が成り立つ.
補題7.1.  $\lambda$ 0 \in  a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} に対して,Fourier 制限作用素 \mathcal{F}_{ $\lambda$}。は B_{$\nu$_{0}/2}(\mathrm{X}) から L^{2}(B) への連続線形
作用素に一意的に拡張される.さらに, $\lambda$_{0} に依存しない正定数 C が存在して,任意の R > 1 と
supp u \subset B(0, R) を満たす任意の u\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{X}) に対して,以下が成り立つ.
\Vert \mathcal{F}_{$\lambda$_{\mathrm{o}}}u\Vert_{L^{2}(B)}\leq CR^{$\nu$_{0}/2}|b_{0}($\lambda$_{0})|\Vert u\Vert_{L^{2}(X)} . (7.2)
これより直ちに,以下が成り立つ
\Vert \mathcal{F}_{$\lambda$_{0}}u||_{L^{2}(B)}\leq C|b_{0}($\lambda$_{0})|\Vert u\Vert_{B_{ $\nu$},(X)}0/\cdot (7.3)
 $\lambda$\in a_{ $\iota$ \mathrm{e}\mathrm{g}}^{*} の場合の一様 Fourier 制限評価は,Fourier slice theorem (定理3.3) を用いて,Fourier 制
限作用素をユークリッド空間上のFourier変換とRadon変換の合成として表し,関数 f あるいはそ
のRadon 変換 \mathcal{R}f(\cdot, b) の台の大きさとPlancherel定理 (定理3.4) を用いて, L^{2}(B)‐ノルムの大きさ
を評価することで得られる.(厳密には, \mathrm{c}‐関数そのものではなく,modi取した関数 \overline{\mathrm{c}}( $\lambda$) を,Fourier
multiplier \overline{J}=\overline{c}^{-1}(D_{H}) が uniformly properly supported となるように上手く定義,導入し議論
する必要がある (cf. [10, Proof of Proposition 6.3])) 一方, $\lambda$_{0}\in a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} の場合には, c^{-1}($\lambda$_{0})=0 (あ
るいは \overline{c}^{-1}($\lambda$_{0})=0) となり,正則な場合の議論を直接用いることはできない.そこで,(7.1) をうま
く用いて以下のように議論する: 正則な場合と同じように f\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{X}) と $\lambda$_{0} に十分近い  $\lambda$\in a_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}^{*} に
対して,以下が成り立つ.(  $\lambda$\rightarrow$\lambda$_{0} とすると,以下の等式は両辺 0 となることに注意する.)
\displaystyle \overline{c}^{-1}( $\lambda$)\mathcal{F}_{ $\lambda$}f(b)=\int_{a}e^{-i $\lambda$(H)}\overline{J}\mathcal{R}f(H, b)dH . (7.4)
ここで, $\lambda$_{0} の近傍で滑らかな関数 \overline{b}_{0}( $\lambda$) を \overline{b}_{0}( $\lambda$)=$\pi$_{0}(i $\lambda$)\overline{c}( $\lambda$) により定義する.そして,(7.4) の両
辺に対して,(7.1) と同じ操作を施すことで以下を得る.
\displaystyle \partial($\pi$_{0})($\pi$_{0})\overline{b}_{0}^{-1}($\lambda$_{0})\mathcal{F}_{$\lambda$_{0}}f(b)=\int_{a}e^{-i$\lambda$_{0}(H)}$\pi$_{0}(-H)\overline{J}\mathcal{R}f(H, b)dH . (7.5)
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等式 (7.5) により,関数 f の台の大きさと $\lambda$_{0} の指数 $\nu$_{0} を考慮に入れた,Fourier 制限作用素に対す
る一様評価が得られる.
補題7.1と (3.1) を用いることで,Poisson 変換に対するスペクトルパラメータに関して一様な連
続性評価 (定理6.3 (i), 右辺不等式) が従う.その評価を補題として述べておく.
補題7.2. $\lambda$_{0}\in a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} に対して,Poisson変換 P_{ $\lambda$}。は L^{2}(B) から B_{$\nu$_{0}/2}^{*}(X) への連続線形作用素に一
意的に拡張される.さらに, $\lambda$_{0} に依存しない正定数 C が存在して以下の評価が成り立つ.
\Vert P_{$\lambda$_{0}}F\Vert_{*,$\nu$_{\mathrm{O}}/2}\leq C|b_{0}($\lambda$_{0})|\Vert F\Vert_{L^{2}(B)}, F\in L^{2}(B) . (7.6)
7.2 初等球関数に対する漸近評価
初等球関数に対する Harish‐Chandra 展開について振り返る.  $\Lambda$ = \displaystyle \sum_{ $\alpha$\in $\Pi$}\mathrm{N}_{0} $\alpha$, \overline{ $\Lambda$} = \displaystyle \sum_{ $\alpha$\in $\Pi$}\mathbb{Z} $\alpha$,
$\Lambda$^{+}= $\Lambda$\backslash \{0\} とおく.また, $\sigma$_{ $\mu$},  $\tau \dagger$ を以下で定義する:
 $\sigma$_{ $\mu$}=\{ $\lambda$\in \mathfrak{a}_{\mathbb{C}}^{*};\langle $\mu$,  $\mu$\rangle=2i\langle $\lambda$,  $\mu$\rangle\},  $\mu$\in $\Lambda$,
T^{ $\dagger$}=a_{\mathbb{C}}^{*}\displaystyle \backslash \bigcup_{ $\mu$\in \mathrm{A}+}$\sigma$_{ $\mu$}.
初等球関数 $\varphi$_{ $\lambda$} に対して,以下の Harish‐Chandra展開が成り立つことが知られている.
定理7.3 (Helgason [6], Chapter IV, Theorem 5.5).  $\lambda$\in 唾が以下の条件を満たすと仮定する :
(i) wi,  w_{2}\in W(w\mathrm{i}\neq w_{2}) に対して, i(w_{1} $\lambda$-w_{2} $\lambda$)\not\in\overline{ $\Lambda$}.
(ii) w\in W に対して, w $\lambda$\in $\tau \dagger$.
このとき,以下が成り立つ :
$\varphi$_{ $\lambda$}(e^{H})=\displaystyle \sum_{w\in W}c(w $\lambda$)e^{(iw $\lambda$- $\rho$)(H)}\sum_{ $\mu$\in $\Lambda$}$\Gamma$_{ $\mu$}(w $\lambda$)e^{- $\mu$(H)} H\in A^{+} , (7.7)
ただし, $\Gamma$_{ $\mu$} は以下のように帰納的に定義される唾上の有理関数である.
(a) $\Gamma$_{0}\equiv 1.
(b) \{\langle $\mu$,  $\mu$\rangle-2i\{ $\mu$,  $\lambda$\rangle\}$\Gamma$_{ $\mu$}( $\lambda$)
=2\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in$\Sigma$^{+}}m_{ $\alpha$}\sum_{k\in \mathrm{N}}$\Gamma$_{ $\mu$-2k $\alpha$}( $\lambda$)\{\{ $\mu$+ $\rho$-2k $\alpha$,  $\alpha$\}-i\{ $\alpha$,  $\lambda$
さらに,級数 (7 \cdot7) は  A+ の各点で絶対収束し,かつ subchamber \{e^{H}\in A^{+}; $\alpha$(H)>c>0,  $\alpha$\in $\Pi$\}
上で一様収束する.
Harish‐Chandra 展開には (7.7) のように, a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} 上で特異な係数 \mathrm{c}(w $\lambda$) が現れる.そこで,特異な
場合の漸近評価を得るために本節前半で述べた恒等式 (7.1) を用いる.議論を見やすくするため主要
な項だけ計算する.  $\lambda$\in \mathrm{O}_{?\mathrm{e}\mathrm{g}}^{*} が, $\lambda$_{0} の十分小さい近傍に含まれるとき $\varphi$_{ $\lambda$} の主要項は以下で与えら
れる.
$\varphi$_{ $\lambda$}(e^{H})=\displaystyle \sum_{w\in W}e^{\langle iw $\lambda$- $\rho$)(H)}c(w $\lambda$)+ (1ower order term).
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この両辺に $\pi$_{0}( $\lambda$) を乗じて, a^{*} 上の微分作用素 \partial($\pi$_{0}) を作用させ,極限  $\lambda$\rightarrow$\lambda$_{0} を取ると以下が得
られる.
\displaystyle \partial($\pi$_{0})($\pi$_{0})$\varphi$_{$\lambda$_{0}}(e^{H})=\sum_{w\in W}e^{(iw$\lambda$_{0}- $\rho$)(H)}$\pi$_{0}(w^{-1}H)b_{0,w}($\lambda$_{0})
+ (lower order term).
しかし,散乱公式を得るための応用上は,上記の lower order term の部分を単純には無視できない.
また,Narayanan et al. [18] で得られている評価も,一部の Weyl wall から離れた領域上での評価
にとどまる.そこで,lower order term のWeyl wall 近傍での影響がうまく無視できるように,う
まいカットオフ関数を導入することで困難を解決し,応用上有用な漸近評価を得た.
a^{+} をWeyl wall に沿って分割する. s>1 と  I\subset $\Pi$ に対して, \mathcal{D}_{1}, D_{I}\subset a^{+} を以下で定義する.
D_{1}=\{H\in a^{+}; $\alpha$(H)\geq 1 for all a\in $\Pi$\}_{\mathrm{J}}
D_{I}=\{H\in a^{+}; $\alpha$(H)\geq s\log(e+|H|) for all  $\alpha$\in $\Pi$\backslash I,
 $\alpha$(H)<s\log(e+|H|) for all  $\alpha$\in I} \backslash D_{1},
このとき,positive Weyl chamber a^{+} は以下のように分割される.
a^{+}=\mathcal{D}_{1} 火 [\mathrm{u}_{\emptyset\subset I} $\Pi$\rightarrow\subseteq \mathcal{D}_{I}]\sqcup D\mathrm{n}.
ここで, D_{ $\Pi$} は a^{+} の有界部分集合であり,散乱公式には影響しないことに注意する. \mathcal{D}_{1} 上では,
Harish‐Chandra 展開と上で述べた手法を組み合わせることで,散乱公式を示すのに十分な漸近評価
が得られる.一方, D_{I} (I\subset $\Pi$, \neq\emptyset,  $\Pi$) 上では,Harish‐Chandra級数展開の項の順序を入れ替えるこ
とで(あるいは,Trombi‐Varadarajan展開の主要項をとることで) 以下のような展開が成り立つ,
$\varphi$_{ $\lambda$}(e^{H})=\displaystyle \sum_{w\in W}e^{(iw $\lambda$- $\rho$)(H^{\mathrm{J}})}c^{t}(w $\lambda$)$\varphi$_{(w $\lambda$)_{I}}^{I}(e^{H_{1}})+\cdots
ここで, $\varphi$_{$\lambda$_{I}}^{I} は I で生成される制限ルート系に付随する対称空間上の初等球関数である.この展開と,
上述の多項式 $\pi$_{0}( $\lambda$) を乗じて,微分作用素 \partial($\pi$_{0}) を作用させるアイデアを組み合わせることで,散乱
公式を示すのに十分な漸近評価が得られる.
7.3 同時固有関数の散乱公式
散乱公式に現れる振幅関数を導入する. w \in  W に対して, $\pi$_{0,w}(H) = $\pi$_{0}(w^{-1} . H) , b_{0,w}( $\lambda$) =
$\pi$_{0}(i $\lambda$)c(w $\lambda$) とおく. $\lambda$_{0}\in a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} に対して,振幅関数 a_{0}(x, $\lambda$_{0};w) を以下で定義する.
a_{0}(x, $\lambda$_{0};w)=\displaystyle \frac{|W_{$\lambda$_{0}}|}{\partial($\pi$_{0})($\pi$_{0})}$\pi$_{0,w}(A^{+}(x))b_{0,w}($\lambda$_{0}) .
前述の初等球関数に対する漸近評価を用いることで, $\varphi$_{ $\lambda$}。に対する散乱公式が得られる.
補題7.4. $\lambda$_{0}\in a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} とする.このとき以下が成り立つ.
\displaystyle \mathcal{P}_{$\lambda$_{0}}[1](x)=$\varphi$_{$\lambda$_{0}}(x)\simeq\sum_{[w]\in W/W_{$\lambda$_{0}}}e^{(iw$\lambda$_{0}- $\rho$)(A^{+}(x))}a_{0}(x, $\lambda$_{0};w) in B_{$\nu$_{0}/2}^{*}(X) .
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ユークリッド空間の場合と同様に,対称空間 X=G/K 上の G‐作用が初等球関数と K‐不変な波
動関数にどのような影響を与えるか考察する.




e^{(+i $\lambda$+ $\rho$)(A(x,b))}e^{(-i $\lambda$+ $\rho$)(A(g\cdot 0,b))}db=$\varphi$_{ $\lambda$}(9^{-1}. x) .
ユークリッ ド空間上での補題2.8に対応する以下の命題が知られている.
定義7.5.  $\lambda$\in a^{*} に対して, L^{2}(B) の部分空間 \mathcal{L}_{ $\lambda$}^{2}(B) を以下で定義する.
\displaystyle \mathcal{L}_{ $\lambda$}^{2}(B)= \{\sum_{j=1}^{r}c_{j}e^{(-i $\lambda$+ $\rho$)(A(g_{\mathrm{j}}\cdot 0,b))};r\in \mathrm{N}, \mathrm{c}_{j}\in \mathbb{C}, 9j\in G\}.
補題7.6 (稠密性).  $\lambda$\in a^{*} に対して \mathcal{L}_{ $\lambda$}^{2}(B) は L^{2}(B) で稠密.
 $\tau$(H) =\displaystyle \min_{ $\alpha$\in $\Pi$} $\alpha$(H) とおく.動径関数 A^{+}(x) に対する G‐作用に対しては,以下の評価が成り
立つ.
補題7.7 (cf. [10, Lemma 5.3]). y=h\cdot 0\in X と x\in X_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}\cap(h\cdot X_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}) に対して,
R_{+}(x, y)=A^{+}(h^{-1}\cdot x)-A^{+}(x)+A(y, b_{x})
とおく.このとき, y に依存するある定数 C(y) が存在して,以下の評価が成り立つ.
|R_{+}(x, y)|\leq C(y)e^{-2 $\tau$(A^{+}(x))} , x\in X_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}\cap(h\cdot X_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}) .
補題7.2, 補題7.4, 補題7.6, 補題7.7を組み合わせることで,以下の同時固有関数に対する散乱公
式が得られる.
定理7.8 (Kaizuka [11, Theorem 6.1]).  $\lambda$\in a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*}, F\in L^{2}(B) に対して以下が成り立つ.
\displaystyle \mathcal{P}_{$\lambda$_{0}}F(x)\simeq\sum_{[w]\in W/W_{ $\lambda$}}。 e ( iw$\lambda$_{0}- $\rho$)(A^{+}(x ) )_{a_{0}(x,$\lambda$_{0};w)[U_{w,$\lambda$_{0}}F](b_{x})} in B_{ $\nu$ 0/2}^{*}(X) .
例7.9 (A_{2} 型の場合). 制限ルート系が A_{2} 型の場合に,どの様に振幅関数 a_{0}(x, $\lambda$_{0};w) に退化が起こ
るかを具体的に記述する.
(1) $\lambda$_{0}\in a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} が \{$\alpha$_{1}, $\lambda$_{0}\rangle=0, \langle $\alpha$ j, $\lambda$_{0}\} \neq 0 (j=2,3) を満たす場合 (図2右側参照): このとき,
$\Sigma$_{$\lambda$_{0}}^{0}=\{$\alpha$_{1}\}, $\pi$_{0}( $\lambda$)=\langle$\alpha$_{1},  $\lambda$\}, W_{ $\lambda$}。 =\{\mathrm{I}\mathrm{d}, s_{$\alpha$_{1}}\}, W/W_{ $\lambda$}。 =\{[\mathrm{I}\mathrm{d}], [\mathrm{s}_{$\alpha$_{2}}], [s_{$\alpha$_{3}}]\} (ただし, s_{ $\alpha$} は  $\alpha$
に関する鏡映変換を表す). そして,  $\nu$_{0}=2+2 . 1=4 であり, B_{$\nu$_{0}/2}^{*}(X)=B_{2}^{*}(X) .
a_{0}(x, $\lambda$_{0};w)= const. \times(w$\alpha$_{1})(A^{+}(x)) .
よって, A^{+}(x) に関して1次の退化が起こる.
(2) $\lambda$_{0}\in' \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}* が \{ $\alpha$ j, $\lambda$_{0}\rangle=0 (j=1 )2, 3) を満たす場合,すなわち $\lambda$_{0}=0 場合: このとき, $\Sigma$_{$\lambda$_{0}}^{0}=
\{$\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, $\alpha$_{3}\}, $\pi$_{0}( $\lambda$)=\displaystyle \prod_{j=1}^{3}\langle$\alpha$_{j},  $\lambda$\rangle, W_{ $\lambda$}。 =W, W/W_{ $\lambda$}。 =\{[\mathrm{I}\mathrm{d}]\} . そして, $\nu$_{0}=2+2\cdot 3=8
であり, B_{$\nu$_{0}/2}^{*}(X)=B_{4}^{*}(X) .
a_{0} (x, $\lambda$_{0} ; Id) = const. \displaystyle \times\prod_{j=1}^{3} $\alpha$ j(A^{+}(x)) .
よって, A^{+}(x) に関して3次の退化が起こる.
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定理7.8により,定理6.3 (i) の証明が完了する.定理6.3 (ii), (iii) の主張は,定理6.3 (i) を用い
ることで,正則な場合とほぼ同様の手法で証明される.
最後に,特異な場合の散乱公式と正則な場合との相違点を述べる.正則な場合には,  $\lambda$ \in  a_{ $\tau$ \mathrm{e}\mathrm{g}}^{*} の
Weyl 群 W による軌道の個数は |\mathrm{W}| と一致する.一方,特異な場合には, $\lambda$_{0}\in a_{\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}^{*} のWeyl 群 W
による軌道の個数は |W|/|W_{$\lambda$_{0}}| と一致する (図2参照).よって,特異な場合の散乱公式は,正則な場
合の波動関数 \{e^{(iw $\lambda$)(H)}\}_{w\in W} の一部 (あるいは全部) が合流し,共鳴を起こすことで振幅が大きくな
り退化した,と解釈することが出来る.
図2: W‐軌道 (A_{2} 型の場合)
: :
8 補遺
[10] と [11] により,対称空間上の不変微分作用素に付随する同時固有関数に対する定常散乱理論の基
礎が完成した.一方で,Semenov‐Tj \mathrm{a}\mathrm{n}-\check{\mathrm{S}}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}_{1}^{\cup}[21] は対称空間上の不変微分作用素に対する時間依存
する散乱理論 (波動方程式 に対する散乱理論) を構築している.Semenov‐Tjan‐Šanskiĭ [21] は,不
変微分作用素の成す代数 D(\mathrm{X}) に対して,以下のような微分方程式系に対する 初期値問題 を導入
し,散乱理論を構築した.
\left\{\begin{array}{ll}
\partial_{H}( $\Gamma$(D))u(x, H)=D_{x}u(x, H) , & D\in D(X) ,\\
(\partial_{H}(p_{j})u)(x, 0)=f_{j}(x) , & 1\leq j\leq|W|.
\end{array}\right.
詳細は省くが,この微分方程式系では H\in $\alpha$(\simeq \mathbb{R}^{l}) が(多次元の) 時間パラメータの役割を果たして
おり,ラプラシアンに対する単独の波動方程式の拡張となっている (ランク 1の場合は (修正) 波動
方程式と一致する). その為この微分方程式系は,multitemporal wave equation と呼ばれている.
` multitemporal wave equation に対する散乱理論に関連する研究としては,例えば Helgason [8],
Phillips-\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{h}_{\mathfrak{W}}\mathrm{i}[20] , Shahshahani [22] 等がある.
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